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METODY APROKSYMACJI
| PROGNOZOWANIA ZJAWISK
CYKLICZNYCH

METHODS OF APPROXIMATION AND FORECASTING
OF CYCLIC PHENOMENA

Streszczenie

W pracy podjgto problem zastosowania
pewnych metod prognozowania i aproksy-
macjizjawisk cyklicznych. Wiele procesow
gospodarczych ma charakter okresowy,
dlatego mozemy przedstawic je jako sume
pewnego szeregu trygonometrycznego lub
tez zastanowi¢ si¢ czy i w jakiej sytuacji
mozemy dany proces opisa¢ wielomianem
o wspotczynnikach catkowitych, co przy-
spieszyloby pewne procesy algorytmiczne
w tym przypadku. Zbadamy réwniez ja-
kiego rzedu dokladnosci mozemy otrzy-
mac¢ w takim przypadku i w jakiej sytuacji
bedzie to w ogdle mozliwe.

Summary

The paper addresses the problem of ap-
plying certain methods of forecasting and
approximating cyclic phenomena. Many
economic processes are periodic, so we
can present them as the sum of a certain
trigonometric series or consider wheth-
er and in what situation we can describe
a given proces with a polynomial with in-
teger coefficients, which would accelerate
some algorithmic processes in this case.
We will also examine what’s kind of ac-
curacy we can obtain in this case. What is
more, we obtain in which case it is possi-
ble at all.
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Stowa kluczowe: promien pokrywajacy, Keywords: Covering radius, Forecast,
prognoza, wiclomian interpolacyjny La- The Lagrange Interpolating Polynomial,
grange’a, szereg Fouriera. Fourier Series.

Wprowadzenie

Gléwnym przedmiotem zainteresowania wielu ekonomistow sa zmiany,
jakie moga dokonywac si¢ w zakresie aktywnos$ci pewnego zjawiska w cza-
sie. Szczegodlnie ciekawe mogg by¢ zagadnienia dotyczace zjawisk majacych
charakter cykliczny. Oczywiscie za dwa najwazniejsze cele analizy szeregéw
czasowych mozemy tutaj uzna¢ wykrycie natury opisywanego zjawiska oraz
prognozowanie przysztych wartosci. W przypadku procesow cyklicznych
mamy pewne narzg¢dzia utatwiajgce konstrukcje prognoz i symulacji, jak cho-
ciazby analiz¢ harmoniczng.

Obecnie analiza harmoniczna jest bardzo dynamicznie rozwijajaca si¢
galezig matematyki. Poczatki badan siggajg wynikéw Josepha Fouriera, z po-
czatku XIX wieku, w pracach dotyczgcych rownania przewodnictwa cieplne-
go. Jego dokonania odbity si¢ szerokim echem w §wiecie matematyki i dzie-
dzin pokrewnych. Szeregiem Fouriera nazywaé bgdziemy przedstawienie
funkcji okresowej w postaci sumy nieskonczonego ciggu funkcji sinus oraz
cosinus pomnozonych przez pewne wspotczynniki. To wtasnie Fourier podat
wzory na wspomniane wspolczynniki i twierdzil, ze szereg ten jest zbiezny
do wartosci funkcji dla dos¢ szerokich klas funkcyjnych. Z kolei Dirichlet po-
dat warunki dostateczne takiej zbieznosci. Gtéwnym celem analizy szeregéw
czasowych jest niewatpliwie zbudowanie modelu pewnego procesu w oparciu
0 obserwowane zmiany w czasie pewnych mierzalnych wielko$ci opisujacych
ten proces. Oczywiscie ogodlnie przyjete zalozenia wymagaja aby obserwo-
wany proces sktadat si¢ z czg$ci systematycznej i czesci okresowej. Sg to bez
watpienia czynniki determinujace nasze zjawisko.

Jak juz wspominali$my jednym z narzedzi do opisu zjawisk cyklicznych
sg szeregi trygonometryczne. Jesli funkcja okresowa opisujaca dane zjawisko
(o ile taka istnieje) jest wysokiej klasy np. C', to mozemy spodziewac sig, ze
wspolczynniki rozwinigcia Fouriera dla niej bedg na tyle dobre, Ze sam szereg
Fouriera bedzie jednostajnie zbiezny do niej w kazdym punkcie. W przypad-
ku wielu proceséw ekonomicznych nie mozemy niestety liczy¢ na fakt, ze
dane zjawisko na skali czasowej opiszemy w tatwy sposob funkcjg ciagla czy
tez r6zniczkowalng wewnatrz przedziatu skali czasowej. W przypadku modeli
dyskretnych rowniez mamy do dyspozycji wzory na wspdtczynniki rozwinie-
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cia w szereg Fouriera. Otrzymac je mozemy stosujac metod¢ najmniejszych
kwadratéw. W tej sytuacji rowniez otrzymujemy pewne prognozy i mozemy
wyznaczy¢ ich btedy. W pierwszej czesci pracy rozwazaé bedziemy pewien
model dyskretny. Dotyczy¢ on bedzie konstrukcji szeregu trygonometryczne-
go dla wielkosci przewozow w pewnej firmie transportowej. Omoéwimy przy
tej okazji rowniez jakie cechy musiatby posiada¢ nasz model, aby mogt by¢
dobrze opisany z wykorzystaniem aparatu analizy harmonicznej. Mozemy
réowniez bada¢ sytuacje, jak doktadnie model dyskretny mozemy przyblizac
modelem ciaglym, np.: wielomianami o wspolczynnikach rzeczywistych czy
catkowitych. Wielomiany catkowite przyspieszatyby pewne operacje algoryt-
miczne. W drugiej czedci pracy postaramy si¢ odpowiedzie¢ na pytanie: czy
majac dany proces ekonomiczny o rownych wartosciach na koncach skali cza-
sowej, mozemy go przyblizy¢ wielomianem o wspdiczynnikach catkowitych?
W jakich sytuacjach jest to mozliwe? Jakiego rzgdu bledy moga si¢ wowczas
pojawic?

1. Analiza harmoniczna w prognozowaniu

Analiza harmoniczna jest jedng z metod badania zjawiska okresowosci
w szeregach czasowych. W metodzie tej chodzi o budowe pewnego modelu
bedacego suma harmonik. Bazowat on bedzie na ogélnej postaci szeregu Fo-
uriera w modelu ciaglym. W tej sytuacji kazdej funkcji okresowej spetniajace;j
warunki Dirichleta mozemy przyporzadkowac jej szereg Fouriera postaci

2km - (2km
S(x)——+ Zakcos( )+bksm(Tx),

gdzie T jest okresem podstawowym naszego modelu oraz a,, b, wspot-
czynnikami rozwiniecia wyrazonymi nastepujacymi rownosciami (Tolstow
G. [1954]):

__szf(x)COS( x)dx, k =0,12,..
=—f2rf(x)sm( )dx k=123,

W naszym przypadku badane zjawisko y, opisywaé bedziemy za pomo-
ca sumy harmonik o zadanym okresie. Zatem wykorzystywaé¢ w istocie be-
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dziemy tylko sumy czg¢sciowe szeregu Fouriera (liczba n bgdzie ustalona na
poczatku omawianego problemu ekonomicznego i stanowi¢ bedzie najczesciej
o skali czasowej), tj.

n
- 2km - (2km
Ve = Qg + Z ay Cos (T t) + by, sin (T t),

k=1

gdzie T jest numerem harmoniki oraz a,, a,, b, parametrami strukturalny-
mi. Pierwsza z harmonik ma okres dtugos$ci catego szeregu, druga harmonika
polowy tego szeregu, itd. Ostatnia z harmonik o indeksie £ = n/2 ma okres
réwny 2/n. W przypadku modeléw dyskretnych, oceny parametréow modelu
wyznacza si¢ za pomocg metody najmniejszych kwadratéw. Otrzymujemy
wOWCzas Wzory

t=1
n n
2 2
2km 2km
Zy cos( ) ,Bk=2ytsin<—t), k=12,..,n/2
t=1 t=1

Rozwazmy teraz przyktad pewnego przedsiebiorstwa, doktadniej firmy
przewozowej EUROP-TRANS w roku 2016. Wielko$¢ przewozow firmy wy-
razona bedzie w milionach ton (od stycznia do grudnia).

Tabela 1. Dane uzyskane z firmy EUROP-TRANS
Miesigc| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12
Ilos¢ |48,5]52,6|551 61,4 | 51 [683| 49 | 53 |552 (60,8 51,1 | 69

Na podstawie otrzymanych przez nas informacji zawartych w tabeli po-
staramy si¢ zbudowac¢ odpowiedni model dotyczacy aproksymacji i prognozy.
W tym celu postuzymy sie¢ najpierw analizg harmoniczna, a nastepnie metoda
interpolacji Lagrange’a. Dane pozyskane z firmy przedstawia tabela oraz ry-
sunek 1.



Metody aproksymacji i prognozowania zjawisk cyklicznych 49

Wielkosé przewozéw EURO-TRANS

w roku 2016.
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Rysunek 1. Interpretacja graficzna danych w roku 2016r.

Juz sama ocena wzrokowa wskazuje na to, ze w szeregu wystepujg wahania
sezonowe. W naszym przypadku otrzymujemy (dla » = 12 miesi¢cy) sze$¢ har-
monik. Stosujac podane wczesniej wzory otrzymujemy szereg czasowy postaci

: 2km 2km
v = 56,25 + Z aj, COS (T t) + By sin (T t),
k=1

gdziea, =0, a,=2,15,0,=0, 0, = 5,65, a;, =—0,1
oraz f, =04, p, =-3,006, p, =-0,08, , = 1,73, ;= —0,1

Model prognozy wykorzystujacy narzgdzia analizy harmonicznej ilustru-
je rysunek 2. Oczywiscie, w przypadku dodatkowych danych, po zwickszeniu
indeksu sumy czegsciowej szeregu Fouriera, dostajemy doktadniejsza prognoze.

Prognoza i rzeczywiste dane
80
70
60
50
40
30
20
10

0 2 < 6 8 10 12 14

Rysunek 2. Poréwnanie prognozy i rzeczywistych danych w 2016r. Kolor niebieski
—rzeczywiste dane. Kolor pomaranczowy — warto$¢ sumy cze$ciowej Fouriera.
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W przypadku, gdy rzeczywiste dane moglibySmy wyrazi¢ jako pewna
funkcje ciagla na przedziale czasowym [¢,, ], to wowczas wzory na wspot-
czynniki Fouriera mogtyby by¢ wyrazone catka. Wspotczynniki rozwinigcia
jak nietrudno mozna wykaza¢ beda wowczas zbiezne do zera, gdy indeks gor-
ny sumy czesciowe]j Fouriera bedzie kolejno zwigckszany. W przypadku funk-
cji ciggtej (ewentualnie nieciaglej w skonczonej liczbie punktéw), opisujace;j
nasz proces, mozemy przypisac jej szereg Fouriera i testowaé jego zbieznosc.
W tym celu mozemy sklasyfikowa¢ odpowiednio funkcj¢ (klasa, rodzaj cia-
glosci/niecigglosci). Nastepnie dokonujemy na tej podstawie wyboru kryte-
rium zbieznosci. Bedzie to istotne w punktach ewentualnej ,,nieciggtosci”
wartosci procesu gospodarczego (punkty krancowe przedziatow czasowych).
Gdyby w naszym modelu wartos¢ z grudnia 2016 r. nieznacznie nawet réznita
si¢ od warto$ci rzeczywistej dla stycznia 2017 r., nie mogliby$my liczy¢ na
jednostajng zbiezno$¢ sum czesciowych naszych prognoz. W tej sytuacji sumy
czesciowe szeregu Fouriera mogty by by¢ zbiezne do sredniej arytmetycznej
wartosci z grudnia 2016 r. oraz stycznia 2017 r. Wida¢ zatem, ze jesli wartosci
te miatyby znaczacg roznice, to wykorzystanie tutaj aparatu analizy harmo-
nicznej nie dawatoby dobrego przyblizenia i prognozy (btad mogliby by¢ zbyt
duzy, rzedu %2 * §rednia arytmetyczna zadanych warto$ci na krancach). Jak
wiadomo dla wszystkich funkcji cigglych na petnej skali czasowe;j szereglu

wspoélczynniki rozwinigcia powinny oscylowa¢ w granicy przynajmniej —
przy & = 1. W tym przypadku mogliby$Smy liczy¢ na jednostajna zbleznosc
naszego szeregu i tym samym uzyskac¢ dobry wynik w prognozie. Wynika to
z kryterium jednostajnej zbieznos$ci szeregu Fouriera. W przypadku cyklicz-
nych nieciggloéci procesu, otrzymamy tylko pewne s$rednie arytmetyczne
wartosci krancowych (lewo i prawo-stronnej). W sytuacji, gdy proces gospo-
darczy bedzie przyjmowal réwne warto$ci na krancach skali czasowej petne-
go segmentu (np. petny rok), mozemy otrzymacé szereg Fouriera zbiezny do
wartosci krancowych (zaktadamy, ze w procesie tym mamy te same wartosci
na poczatku i koncu, a sam proces daje si¢ opisa¢ funkcjg ciagly). W tej sytu-
acji mozemy oczekiwac ze sama przyszta prognoza zjawiska w zadowalajacy
sposob bedzie opisywac nam dalsze wartosci tego zjawiska.

Z drugiej strony poszukujgc wielomianu mozliwie dopasowanego do na-
szych weztow (tak nazywac bedziemy teraz zadane z gory, znane nam war-
tosci zjawiska) zastosujemy klasyczng interpolacj¢ Lagrange’a. Jest to meto-
da numeryczna przyblizania funkcji tzw. wielomianem Lagrange’a stopnia n
przyjmujacym w n+/ punktach zwanych weztami interpolacji, wartosci takie
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same jak przyblizana funkcja. Interpolacja ta stosowana jest dos¢ czgsto w na-
ukach doswiadczalnych, gdzie dysponujemy skonczong liczbg danych (mamy
pewien uktad dyskretny) do okreslenia pewnych zaleznosci migdzy wielko-
$ciami. W przypadku naszych dwunastu wezlow dostajemy wielomian w na-
stepujacej postaci:

W(x) = 0.000274x" — 0.019762x"° + 0.627809x° + —11.574908x® +
+137.117034x7 — 1091.171461x° + 5922.297829x° — 21787.410733x* +
+ 52837.720915x — 79664.973204x* + 66335.286222x — 22629.400016

Oczywiscie jest to wielomian o wspotczynnikach rzeczywistych, ktorego
wykres ilustruje rysunek 3. W tym przypadku wida¢ juz pewne do$¢ wysokie
skoki wartos$ci na krancach okre§lono$ci wielomianu.

w T T T T T

e,

-100 -

200 I I | | |
0 2 4 3 10 12

Rysunek 3. Wykres wielomianu Lagrange’a dla 12 wezléw

Logika mogtaby w tej sytuacji podpowiadac, ze zwigkszajac liczbe we-
ztow interpolacji (ewentualnie stopnia wielomianu interpolacyjnego) mozemy
oczekiwac, ze pociaga to za sobg coraz lepsze przyblizenie naszej wyjsciowej
funkcji (wielomian interpolacyjny staje si¢ coraz bardziej podobny do funkcji
opisujacej nasze zjawisko — uktad dyskretny). Oczywiscie jesli zwigkszymy
liczbe weztdéw (np. otrzymaliSmy dodatkowe dane) to wowczas zwiekszamy
tym samym stopien wielomianu. W takim przypadku mozemy otrzymywacé
dos¢ duze oscylacje tego wielomianu na zadanym przedziale (doktadniej, na
jego krancach). Nie dostaniemy rowniez w tej sytuacji gwarancji, ze w kaz-
dym punkcie granica ciggu interpolacyjnego wielomianow bedzie dazyta
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do wartosci zadanej na poczatku. Zatem nasz wielomian interpolacyjny nie
musi dobrze opisywaé naszego zjawiska poza weztami (z zalozenia w we-
ztach otrzymamy zadane z goéry wartosci). Co wigcej, fakt ten wynika ze
zjawiska Rungego, ktére mowi o pogorszeniu jakosci interpolacji wielomia-
nowej, mimo zwigkszenia liczby jej weztow. Poczatkowo ze wzrostem liczby
weztow n przyblizenie poprawia sig, jednak po dalszym wzroscie n, zaczy-
na si¢ pogarszaé, co jest szczeg6lnie widoczne na koncach przedziatéw. Taki
charakter wielomianu interpolujacego jest zjawiskiem do$¢ charakterystycz-
nym dla interpolacji za pomoca wielomianéw majacych wysoki stopien. Ta-
kie sytuacje mozemy spotyka¢ w przypadku pewnych zjawisk nieregularnych
(zmiany charakteru dzialalno$ci firmy, zmiany wiasciciela i tym samym po-
wazne zmiany w produkcji). Aby unikna¢ tego efektu, stosuje si¢ interpolacje
z wezlami coraz gesciej upakowanymi na krancach przedziatu interpolaciji.
W przypadku jednak probleméw ekonomicznych takie sytuacje nie sg czgsto
mozliwe w realizacji. Majac bowiem juz zebrane dane w uktadzie dyskretnym
nie dysponujemy cz¢sto wczesniejszymi danymi. Przyktadowo, majac dane
z lutego czesto nie potrafimy powiedzie¢, czy wartosci byty wigksze na po-
czatku tego miesigca, czy bardziej skupione na jego konicu. Mozna oczywiscie
prébowaé wyznaczy¢ poszczegolne ,,brakujace” wezly na danej skali czaso-
wej, metoda czesciowej regresji, ale mozliwe sg tutaj zbyt duze bledy. W takiej
sytuacji pozbycie si¢ zjawiska Rungego, w procesie dynamicznego procesu
ekonomicznego, jest trudniejsze w realizacji oraz prawdopodobnie zwiazane
z wigkszym bledem.

2. Wielomiany catkowite na skalach czasowych

W tej czesci pracy omoéwimy krotko problem aproksymaciji funkeji pro-
gnozujacej wielomianami o wspotczynnikach catkowitych zwanych dalej
wielomianami catkowitymi. Tematyka ta jest zwigzana z klasycznym, ale
wciaz badanym zagadnieniem aproksymacji funkcji wielomianami catkowi-
tymi. Istotnos¢ problemu wynika m.in. ze zwigzkow z takimi dziatami teorii
liczb jak aproksymacje diofantyczne. Zaktada¢ bedziemy, ze wszystkie nasze
funkcje rozwazamy na odcinku [0,1]. Wiadomo, ze kazda funkcje ciggla na
odcinku [0,1], przyjmujaca na koncach przedzialu wartosci catkowite, mozna
jednostajnie aproksymowaé wielomianami o wspolczynnikach catkowitych.
Prowadzi to do nastgpujacego pytania: jak dobrze mozna aproksymowac
jednostajnie wielomian stopnia # na odcinku [0,1], przyjmujacy na koncach
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odcinka warto$ci catkowite, wielomianami o wspotczynnikach catkowitych?
Oczywiscie, bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze warto$ci catko-
wito-liczbowe osiggane przez nasze funkcje na krancach przedziatu to war-
tosci zerowe. Wprowadzmy w tym miejscu kilka oznaczen. Dla kazdego n
naturalnego oznaczmy przez P, przestrzen wielomianéw stopnia co najwyzej
n. Niech P “bedzie podgrupa addytywna przestrzeni ztozong z wielomianéw
0 wspolczynnikach catkowitych. Taka podgrupe mozemy nazywac rowniez
kratg. Dla kazdego =0, 1, 2, ... niech M, bedzie przestrzenia wszystkich wie-
lomianéw podzielnych przez wielomian x"(1 — x)". Tak wigc, M, jest przestrze-
nig wszystkich wielomianéw, M, za$ jest jej podprzestrzenig zlozong z wie-
lomianéw zerujacych si¢ na koncach odcinka [0, 1]. Gdy n < 2r — 1, wtedy
P N M = {0}, dlatego w dalszym ciggu bedziemy zaklada¢, ze n > 2r.
Oznaczmy teraz przez u, , najmniejsza liczbe taka, ze dla kazdego wielomianu
P e P, N M, istnieje wielomian Q € P* N M, taki, ze zachodzi nastgpujaca
nierownos¢:

J— < .

Hr 3= max Qerlg:%ing (xrg[gg] |P(x) — Q(x)l) :

Liczbe p,, nazywa¢ bedziemy promieniem pokrywajacym P/ N M,. Za-
tem nasze pytanie dotyczace problemu jak dobrze mozna aproksymowac jed-
nostajnie wielomian na odcinku [0,1], przyjmujacy wartosci rbwne zero na
koncach przedziatu, mozemy teraz sformutowaé w nastepujacy sposob: jak
? Zaktadajac zatem, ze nasze zjawisko w prze-

I3

zachowuja si¢ wielkosci u,
dziale czasowym [¢,, £,] przyjmuje identyczne wartosci calkowito-liczbowe
(np. warto$¢ dochodu spotki na poczatek i koniec roku kalendarzowego sa
identyczne) mozemy z pewng dokladnos$cia pyta¢ o prognozy na nastgpne lata
wyrazone jako catkowite funkcje wielomianowe. Warto$ci catkowite wspot-
czynnikow prognozy s3 niezwykle wazne w algorytmach, przyspieszajac tym
samym pewne operacje arytmetyczne w ich przypadku. Mozemy oczywi-
$cie bez zmniejszenia ogolnosci przyjac, ze wartosci osiggane na krancach
okreslonosci sg rowne zero. W takim przypadku Wojciech Banaszczyk i Ar-
tur Lipnicki [2015] oraz Artur Lipnicki [2016] udowodnili, ze dla ustalonego
r=1,2,... oraz n > 6r zachodzg nastepujace nierownosci:
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1 1
2r+s 2r+s
ey T n T <y < ek rtTZenT

gdzie c,, i = 1,2,3,4 sa stalymi liczbowymi. Mozna wowczas przyjac, ze

ci=vVmc,=e% cg=2n+1, c, = 16.

Wida¢ zatem, ze wielko$¢ wspomnianego promienia pokrywajacego jest

rzedu n

przy duzych wartos$ciach n (n—o).

Zatozmy zatem, ze mamy pewne zjawisko gospodarcze. Rozwazmy je na
przedziale dwunastu miesigcy. Zatlozmy ponadto, ze w tym przypadku posia-
da ono na poczatku i na koncu roku kalendarzowego wartos¢ rowna zero (do-
myslnie moga to by¢, jak wspominali$my, inne warto$ci calkowite). Wowczas
niech » bedzie ustalong liczba naturalng i niech n > 67. W tej sytuacji oznacz-
my przez ,P € P, M_wielomian o wspotczynnikach rzeczywistych, najlepiej
aproksymujacy nasze zjawisko. Mozemy przyjac, ze n jest liczba miesiecy,
tygodni, czy nawet godzin. Oczywiscie, im mniejsza skala czasowa tym wigk-
sze co do wartosci bezwzglednej mozemy uzyskaé wspotczynniki naszego
wielomianu. Na ogot w wigkszo$ci procesow gospodarczych wartosci 7 nie
beda zbyt duze (r=0,1,2,3). W przypadku wartosci =0 oszacowanie promie-
nia jest do$¢ trywialne, mozna bowiem sprawdzi¢, ze jest on stale rowny Y.
Wystarczy jako przyktad proces przyjmujacy stale wartos¢ 0.5 na calej skali
czasowej (funkcja ciggla). W takim przypadku gdyby istnial wielomian cat-
kowity aproksymujacy nasza funkcje, posiadatby on w punkcie 0 warto$c¢ cat-
kowitoliczbowa. Z kolei najblizsza liczba catkowita bytaby tutaj 1 lub 0. Stad
otrzymujemy, ze nasz blad nie moze by¢ mniejszy niz 1/2. Im wicksza jest
warto$¢ » tym bardziej nasza funkcja aproksymujaca zjawisko jest zblizona do
wartosci zero w lewo i prawostronnym sgsiedztwie krancéw przedziatu cza-
sowego. Parametr » w pewien sposob wygtadza nasz proces na koncach prze-
dziahu (przykleja funkcje modelujaca proces do osi OX). Przyktadowy model
zjawiska dla kolejnych wartosci 7 ilustruje rysunek 4. Przy kolejnym zwigk-
szeniu parametru r otrzymujemy, ze nasza funkcja staje si¢ bardziej gtadka na
krancach okreslonosci. Proces opisywany w tym przypadku ma w przysztosci
wieksze powodzenie wyrazenia go prognoza catkowito-liczbowa.
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Rysunek 4. Symulacja przykladowego zjawiska gospodarczego dla kolejnych r

Korzystajac zatem z oszacowan promienia pokrywajacego otrzymujemy,
ze w pierwszym przypadku, gdy =1 oraz skala naszego czasu jest do$¢ mata
lub coraz mniejsza (n—o0) wielomianem o wspotczynnikach catkowitych mo-
zemy opisa¢ nasze zjawisko z doktadnos$cig rzedu 1/n . W tym celu mozemy
stosowa¢ w aproksymacji klasyczny uktad wielomianow Bernsteina. Dowod
tego faktu to dos¢ standardowa procedura ich konstrukeji dla funkcji modelu-
jacej proces oraz niezbyt trudne pdzniejsze oszacowanie pewnych sum. Moz-
na jednak poprawié¢ ten rzad do 1/n2. Dowdd ten opiera si¢ juz na bardziej
zaawansowanym aparacie analizy matematycznej i wykorzystuje w swojej
idei wielomiany Czebyszewa. Majac zatem dla konkretnego procesu gospo-
darczego symulacje podobna do wspomnianych mozemy otrzymac¢ z pewna
doktadnoscig wielomian o wspotczynnikach catkowitych opisujacy to zjawi-
sko w danej skali czasowej. Mozemy si¢ zatem zastanowi¢ nad przyblizeniem
wielomianu rzeczywistego, otrzymanego w pierwszej czesci pracy metoda in-
terpolacji Lagrange’a, wielomianem catkowitym. Z wykresu wielomianu rze-
czywistego wynika jasno (rys. 3), ze najwicksze bltedy moga dotyczy¢ poczat-
ku i konica okresu skali czasowej. W przypadku wielomianéw rzeczywistych
z przestrzeni P, N M, mozemy liczy¢ na btedy aproksymacji naszego procesu
wielomianem catkowitym rzedu n? przy n—o. W takiej sytuacji nalezatoby
najpierw przyblizy¢ nasza funkcje modelujaca (na zadanym przedziale czaso-
wym skonczonym) wielomianem o wspdlczynnikach rzeczywistych (jest to
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mozliwe korzystajac z twierdzenia Weierstrassa). Nastepnie otrzymany wielo-
mian rzeczywisty (zalozy¢ mozemy, ze jego wartosci na krancach przedziatu
zerujg si¢) przyblizy¢ wielomianem o wspotczynnikach catkowitych. W nor-
mie supremum w tej sytuacji otrzymamy wowczas wspomniany blad rzedu
n 2 przy n—o (z doktadnos$cia do statych czynnikow).

Podsumowanie

Zmiany cykliczne, ktore moga dokonywac si¢ w zakresie aktywnosci
pewnego zjawiska w czasie, w modelu dyskretnym mozemy stara¢ si¢ opi-
sa¢ suma cze$ciowg szeregu Fouriera. W takim przypadku po wyznaczeniu
wspotczynnikdéw rozwinigcia mozemy juz konstruowaé model i analizowaé
roéznicg pomigdzy prognoza, a rzeczywistg wartoscig. Stosujac szereg kryte-
riow zwigzanych z charakterem sum Fouriera, mozemy poréwnywac¢ wyniki
naszych prognoz z rzeczywistymi warto$ciami w przysztosci. Oczywiscie im
lepszy charakter cyklicznosci (okresowos$¢), tym mniejsze btedy otrzymujemy
w prognozie. W przypadku, gdy model daje si¢ opisa¢ funkcja dobrej klasy,
wspolczynniki mozemy wyraza¢ jako catki i bada¢ zbieznosc¢ szeregu trygo-
nometrycznego. W takiej sytuacji model musi spetnia¢ dodatkowe warunki
(np. Dirichleta), aby szereg zbiegal do zadanej wartosci funkcji. Szereg kryte-
riow zbieznos$ci pozwala otrzymac charakter zbieznosci, tzn. czy szereg jest
zbiezny tylko punktowo czy jednostajnie. Oczywiscie w przypadku funkcji
nieciggtych nie mamy szans na zbieznos$¢ jednostajng. Mozemy méwi¢ w ta-
kich sytuacjach o zbieznosci punktowej naszej prognozy w punktach ciagto-
sci funkcji modelujgcej badz mie¢ swiadomos$¢ otrzymania pewnych $rednich
arytmetycznych jako prognozy (Srednia arytmetyczna wartosci z sgsiedztwa
funkcji modelujacej). Gdy zachodzi potrzeba realizacji bardziej zaawansowa-
nych algorytmow, a zwlaszcza operacji na warto$ciach prognoz, nalezatoby
je wyrazi¢ jako wielomiany catkowite. Nie zawsze jednak taka sytuacja jest
mozliwa w realizacji. W takim przypadku, jak zauwazylismy, potrzeba nam
pewnych zalozen o samej naturze zjawiska (liczba » okreslajaca gtadko$¢ pro-
cesu na krancach skali czasowej). Mozemy takze zauwazy¢, ze istnieje row-
niez pewna zalezno$¢ migdzy liczbg r a liczbg n stanowigcg o stopniu wielo-
mianu catkowitego (zaktadalismy, ze n > 6r). W tym przypadku zauwazmy,
Ze mamy pewne oszacowania bledéw naszej prognozy zaré6wno z gory, jak
1 z dotu w normie jednostajnej (supremum). Blad aproksymacji wielomianem
2 przy
n—oo z doktadnoscia do statych czynnikow. Wszystkie powyzsze prognozy

catkowitym daje w tym przypadku dos¢ dokladna warto$¢ rzedu n
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mozna réwniez bada¢ w normie L,. W tej sytuacji sprawa promienia pokrywa-
jacego przedstawia si¢ nieco inaczej. Szereg oszacowan i nierdéwnosci zwig-
zanych z tym problemem mozna odnalez¢ w pracy [Banaszczyk i Lipnicki,
2015].
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