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ANALIZA PROGNOZ W EKONOMII
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WIELOMIANOW CALKOWITYCH

ANALYSIS OF ECONOMIC FORECASTS WITH REFERENCE TO THE GEOMETRY
OF THE LATTICE POLYNOMIALS WITH INTEGER COEFFICIENTS

Streszczenie

Gléwnym celem pracy jest wskazanie meto-
dy otrzymywania pewnych wartosci norm
dla funkcji bazowych generujacych prognozy
zjawisk cyklicznych w ekonomii. Dokladniej,
poszukujemy asymptotyki bledu prognozy
i norm funkcji bazowych wynikajacej z za-

stosowania metody opartej na wielomianach

Summary

The main aim of our work is to indicate the
method of obtaining certain values of norms
for base functions that generate forecasts
of cyclical phenomena in economy. More
precisely, we are looking for the asymptotic
of the forecast error and norms for the base

functionsthatare generated by the application
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calkowitych. Rozwazamy problem kolej-
nych miniméw kratowych dla wielomianéw
aproksymujacych wybrane zjawiska ekono-
miczne. Poszukujemy optymalnej bazy pod
wzgledem normy oraz badamy geometri¢
wybranej przestrzeni funkcji. Dane (najcze-
$ciej zdarzen cyklicznych) mozemy aprok-
symowa¢ wielomianem o wspélczynnikach
rzeczywistych. Wybrany w ten sposéb wie-
lomian (przy pewnych zalozeniach doty-
czacych warunkéw brzegowych) mozemy
aproksymowa¢ wielomianem o wspdlczyn-
nikach calkowitych. Proces ten zdecydo-
wanie przyspiesza dalsza analize zjawiska.
Zbior takich wielomianéw tworzy strukture
geometryczng zwang krata. Mozemy zatem
pyta¢ o wybor najlepszej bazy w danej kracie
oraz elementéw kraty o mozliwie najmniej-
szej normie. Otrzymana baza bedzie sktada¢
sie wowczas tylko z wektoréw o najmniejszej
mozliwej normie. Otrzymujemy wodwczas
pewne wartoéci bledéow dla podanej aprok-
symacji, ktorych asymptotyka podana jest

W pracy.

Stowa kluczowe: prognozowanie, kraty wie-

lomianéw, aproksymacja
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WPROWADZENIE

of the method based on integer polynomials.
We consider the problem of successive lattice
minima for polynomials approximating
certain economic phenomena. We are
looking for the optimal base with some norm
and we study the geometry of some space of
functions. Data (most often cyclic events)
can be approximated by a polynomial with
real coeflicients. The selected polynomial
(with some assumptions about the boundary
conditions) can be approximated by
a polynomial with integer coefficients. This
process significantly accelerates further
analyzes and simulations of phenomena. The
set of such polynomials creates a geometric
structure called a lattice. Therefore, we can
ask how to find the best base in a given lattice
and how to find elements of lattice with the
smallest possible norm. So, the obtained base
that contains only vectors with the smallest
possible norm. In this way, we obtain some
error values for the given approximation, the

asymptotic of which is given in this paper.

Keywords: forecasting, lattice polynomials,

approximation

Czesto spotykanym problemem w ekonomii jest analiza dotyczaca wla-

$ciwej metody w podejsciu do prognozowania zjawisk. Na uwage zastuguja
tutaj szczegodlne typy zjawisk, dokladniej zjawiska cykliczne. Cykliczno$¢ ma
oczywiscie wiele zalet. Znane s nam narzedzia matematyczne wyrazajace
prognozy z uwzglednieniem pewnych bledéw. W przypadku takich procesow
sprawdzi si¢ doskonale analiza harmoniczna, teoria dotyczaca szeréw Fourie-
ra. Analiza harmoniczna jest bardzo dynamicznie rozwijajaca sie galezig ma-
tematyki. Poczatki badan siggaja wynikow Josepha Fouriera z poczatku XIX
wieku w pracach dotyczacych réwnania przewodnictwa cieplnego. Jego do-
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konania odbily si¢ szerokim echem w $wiecie matematyki i dziedzin pokrew-
nych. Gléwnym celem metody szeregéw czasowych jest niewatpliwie zbudo-
wanie modelu pewnego procesu w oparciu o obserwowane zmiany w czasie
pewnych mierzalnych wielkosci opisujacych ten proces. Oczywiscie ogdlnie
przyjete zalozenia wymagaja, aby obserwowany proces skladat si¢ z czesci sys-
tematycznej i czesci okresowej. Sa to bez watpienia czynniki determinujace
nasze zjawisko. Przyjmowac bedziemy, ze jednostki czasu uzyte do badania
bedg réwne.

W przypadku, gdy mamy do dyspozycji dane w modelu dyskretnym na
zadanej skali czasowej mozemy skorzysta¢ najpierw z okreslenia wielomianu
aproksymujacego dane wielkosci lub wielomianu odpowiednio wysokiego
stopnia zawierajacego wszystkie podane punkty w swoim wykresie. W ta-
kim przypadku otrzymujemy wielomian o wspétczynnikach rzeczywistych.
W dalszej analizie mozemy przyjac, ze ten wielomian na krancach naszej skali
czasowej przyjmuje réwne (catkowitoliczbowe) wartosci. Jest to dos¢ prosty
zabieg - sktadamy nasz wielomian z odpowiednia funkcjg liniowa. Mozemy
tutaj zalozy¢, ze wartosci catkowite na krancach skali czasowej s3 mozliwie
blisko wartosci rzeczywistych danych (moga by¢ ich przyblizeniem). Prze-
strzen wielomiandéw powstala w ten sposdb tworzy tzw. krate (dokladna de-
finicja w dalszej czgsci pracy). W przestrzeni tej mozemy wybrac oczywiscie
baze zlozong z wielomianéw catkowitych spelniajacych warunki dotyczace
wartosci catkowitoliczbowych na krancach naszej dziedziny (okreslonej ska-
li czasowej). Wérdd elementéw wybranej bazy moga znalez¢ si¢ wielomiany
o mozliwie najkré6tszej normie (norma L, lub norma L ).

Wiadomo, ze kazdg funkcje ciagla na odcinku [0,1], przyjmujaca na kon-
cach przedzialu wartosci catkowite, mozna jednostajnie aproksymowacé wie-
lomianami o wspétczynnikach catkowitych. Prowadzi to w oczywisty sposob
do nastepujacego pytania: jak dobrze mozna aproksymowac jednostajnie wie-
lomian stopnia n na odcinku [0,1], przyjmujacy na koncach odcinka warto-
$ci catkowite, wielomianami o wspolczynnikach catkowitych? A co w takim
przypadku z normg euklidesowg? Oczywiscie, bez zmniejszenia ogdlnosci
mozemy zalozy¢, ze wartosci catkowito-liczbowe osiggane przez nasze funkcje
na krancach przedzialu to wartosci zerowe (odpowiednie zlozenie z funkcja
liniowg).

W pracy rozwazaé bedziemy réwniez kilka innych metod wyznaczania
prognozy (regresja, liniowa, wielomian Lagrange’a, szereg Fouriera). W przy-
padku tych metod réwniez mozemy pyta¢ o bledy. Ciekawy jest natomiast
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rzad wielkosci bledu i jego charakter dla wielomianéw catkowitych. Badania
naszego problemu bez zmniejszenia ogélnosci ograniczmy do odcinka [0,1].
Zbadamy, jakiego rzedu oszacowania moga wystapi¢ w przypadku dzialan
na kracie wielomianéw catkowitych? W jaki sposéb mozemy wyraza¢ dang
asymptotyke bledow? Uzyskane wyniki beda przedstawiaé rowniez szacowa-
nia samego bledu prognozy (promien pokrywajacy) oraz ograniczenia z gory
dotyczace ostatniego minimum kraty (wektor z optymalnej bazy o mozliwie
najwiekszej normie).

1. ANALIZA DANYCH W MODELU DYSKRETNYM

Nasze rozwazania rozpocznijmy od przegladu kilku podstawowych me-
tod wyznaczania prognozy (bez zaglebiania si¢ w tym przypadku w bledy
aproksymacji). Analiza harmoniczna jest metodg badania zjawiska okreso-
wosci w zadanym czasie. Budujemy tutaj model bedacy sumg harmonik (Po-
dobny problem rozwazany jest w pracy [Lipnicki i Lipnicka 2018]). Bazuje on
na ogolnej postaci szeregu Fouriera w modelu ciggtym. W tej sytuacji kazdej
funkcji okresowej spelniajacej warunki Dirichleta mozemy przyporzadkowac
szereg Fouriera w nastepujacej postaci:

a oo 2km . 2km
S(x) =+ X3_q @ cos(==x) + by sin (= =x).

Wspolczynniki szeregu Fouriera [Tolstow 1954, Stein 1993, Grafakos 2014
i Torchinsky 1986] okres’lamy wzorami

ay = —j Tf ) cos (==x) dx, k =0,1,2,...

bk=—j Tf ) sin (= x) dx, k=1,2,3,..

W naszym przypadku badane zjawisko y, mozna opisywac za pomoca
sumy harmonik o danym okresie. Zatem wykorzystywa¢ w istocie bedziemy
tylko sumy cze$ciowe szeregu Fouriera (liczba n bedzie ustalona na poczatku
omawianego problemu ekonomicznego i stanowi¢ bedzie najczesciej o skali
czasowej). Metoda daje nam do$¢ dobre wyniki prognozowania danego
zjawiska. Znalezienie wartos$ci kolejnych wspoélczynnikéw rozwinigcia nie jest
zbyt trudne i przy pewnych dodatkowych zalozeniach daje dos¢ dobre rezul-
taty. W pracy bedziemy natomiast rozwazac problem aproksymacji za pomoca
wielomianu.
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Rozwazmy teraz przyklad pewnej firmy kurierskiej E-Pack w roku 2019.
Wielko$¢ przewozoéw firmy wyrazona bedzie w tysigcach paczek (od stycznia
do grudnia). Na podstawie otrzymanych przez nas informacji zawartych w ta-
beli postaramy si¢ zbudowa¢ odpowiedni model dotyczacy aproksymacji i pro-
gnozy. Uwzglednimy tutaj réwniez wybor pewnego wielomianu, odpowiednio
wysokiego stopnia oraz poddamy analizie jego norme. Zbadajmy najpierw jak
moze wyglada¢ model prognozy wyrazony wielomianem otrzymanym z in-
terpolacji Lagrange’a. W dalszej czgsci podamy oszacowania dotyczace normy
wielomianu bazowego z wybranej kraty (przy pewnych zalozeniach o danym
wielomianie). Dane z firmy E-Pack przedstawia Tabela 1 oraz Rysunek 1.

Tabela 1. Dane uzyskane z firmy E-Pack

Miesiac 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Ilos¢ 48,1 | 37,5 | 52,2 | 40,9 | 44,3 | 39,4 | 34,7 | 39,7 | 59,2 | 55,7 | 57,1 | 70,2

Zrédto: Opracowanie wlasne.

Dane firmy E Pack za 2019r.

(ilos¢ przesytek w tys.)
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Rysunek 1. Interpretacja graficzna danych w roku 2019 t

Zrédto: Opracowanie wlasne.

Juz sama ocena wzrokowa wskazuje na to, ze w szeregu wystepuja wahania
sezonowe (najczesciej zwigzane ze wzmozonym okresem handlowym w tym
czasie). W tej sytuacji (modelu dyskretnego) mozna analizowaé model sum cze-
sciowych Fouriera. Pamigtamy tutaj, ze w przypadku gdy rzeczywiste dane by-
tyby wyrazone przez funkcje ciagla na przedziale czasowym [t,, t], to wowczas
wzory na wspdltczynniki Fouriera moglyby by¢ wyrazone catky. Wtedy mozemy
analizowac réwniez rzad zbieznosci do zera wspotczynnikéw Fouriera.
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Rozwazmy teraz model regresji liniowej [Radzikowska 2001] dla danego
zjawiska. W tym przypadku dos¢ fatwo otrzymujemy konkretne wspétczyn-
niki i konkretng funkcje liniowg o réwnaniu: y = 1,8077x + 36,5. Na poniz-
szym wykresie przedstawiamy zalezno$¢ danych obserwacji wraz z prognoza
liniowg.

Dane rzeczywiste i prognoza liniowa

80

70

v =1 8077x/+ 36,5
60 o5 e

50 —e *
40 ®
30
20
10

0

0 2 4 6 8 10 12 14 16
Rysunek 2. Trend liniowy dla danych rzeczywistych

Zrédto: Opracowanie wlasne.

Oczywidcie, nie zachowujemy tutaj wartosci w danych punktach jak
w przypadku dopasowania przez wielomian uzyskany metoda interpolacji La-
grange’a (w dalszej czesci pracy). Rozwazajac taka funkcje (dopasowanie linio-
we) na przedziatach skali czasowej otrzymujemy juz pewna prognoze. Majac
tutaj funkcje liniowa na przedzialach mozemy pytac o rozwiniecie jej w szereg
Fouriera. Wspolczynniki rozwiniecia Fouriera bedg zbiezne do zera, gdy in-
deks gorny n sumy czes$ciowej Fouriera bedzie kolejno zwigkszany. Wiadomo,
ze dla wszystkich funkgcji cigglych na pelnej skali czasowej szeregu, wspot-
czynniki rozwiniecia mie¢ warto$¢ rzedu 1/n%, przy pewnym « > 1.Wynika to
oczywiscie z kryterium jednostajnej zbieznosci szeregu Fouriera. W przypad-
ku cyklicznych nieciaglo$ci procesu otrzymamy tylko pewne $rednie arytme-
tyczne wartosci krancowych (lewo i prawo-stronnej). Nie dostaniemy w tym
przypadku jednostajnej zbieznosci sum szeregu. Wiasnie w ten sposéb bedzie
zachowywal si¢ nasz model regresji liniowej z uwagi na fakt nieciaglosci na
krancach przedziatu. Dokladniej, zauwazy¢ tutaj mozna cykliczno$¢ wartosci
dla funkcji liniowej na kolejnych przedzialach czasowych.

Rozwazmy teraz model prognozy zjawiska oparty na wykorzystaniu wie-
lomianu odpowiednio duzego stopnia. Poszukujac wielomianu mozliwie do-
pasowanego do naszych wezléw (tak mozemy nazywa¢ zadane z gory, zna-
ne nam, wartosci zjawiska) zastosujemy interpolacje Lagrange’a. Otrzymany
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wielomian (odpowiednio duzego stopnia) moze przyjmowac¢ dos¢ duze war-
tosci w normie supremum. Intrepolacja daje nam w tym przypadku naste-
pujace wartosci wspdtczynnikow (dla podanych weztdéw): -5.9301e-05, 0.0042,
-0.1340, 2.4691, -29.3803, 236.2144, -1.3032e+03, 4.9036e+03, -1.2229¢+04,
1.9035e+04, -1.6382e+04, 5.8144e+03. Tym samym wielomian jest nast¢puja-
cej postaci:

W(x) = (-5.9301e — 05)x" + 0.0042x'° —0.1340x° + 4.4691x° —29.3803x7
+236.2144x + (~1.3032e + 03)x° + (4.9036€ + 03)x* + (~1.2229€ +04)x>
+ (1.9035€ + 04)x* + (~1.6382¢ + 04)x +(5.8144e + 03)

1 wielomian
¥ obserwacja

150

100 | |

50 | |

-50

Rysunek 3. Wykres wielomianu Lagrange’a dla 12 wezlow

Zrédlo: Opracowanie wlasne.

Otrzymany wielomian (o wspétczynnikach rzeczywistych) w dalszej cze-
$ci pracy moze zosta¢ wykorzystany jako prognoza z wykorzystaniem wielo-
mianéw catkowitych.

2. KRATA WIELOMIANOW CALKOWITYCH | PROBLEM WY-
BORU ELEMENTOW ,,NAJKROTSZYCH".

W tej czesci pracy przedstawimy problem oszacowania normy wielomia-
nu catkowitego prognozujacego nasze zjawisko cykliczne. Dokladniej, omé-
wimy sposob oszacowania tzw. ostatniego minimum kratowego przy pewnych
zalozeniach o samej funkcji. Tematyka ta jest zwigzana z klasycznym, ale na-
dal badanym zagadnieniem aproksymacji funkcji wielomianami catkowitymi.
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Waznos¢ problemu wynika m.in. ze zwigzkéw z takimi dziatami teorii liczb jak
aproksymacje diofantyczne. Mozemy oczywiscie zalozy¢, ze wszystkie nasze
funkcje rozwazamy na odcinku [0,1]. Jest to w oczywisty sposob konsekwencja
ewentualnego zlozenia naszego wielomianu z pewna funkcja liniowa. Wpro-
wadzmy w tym miejscu kilka oznaczen. Dla kazdego n naturalnego oznaczmy
przez P, przestrzen wielomiandw stopnia co najwyzej n. Niech P; bedzie pod-
grupa addytywna przestrzeni P, zlozona z wielomianéw o wspolczynnikach
calkowitych. Podgrupe taka nazywamy kratg. Dla kazdego r =0, 1, 2, ... niech
M, bedzie przestrzenig wszystkich wielomianéw podzielnych przez wielomian
x'(1 — x)". Tak wiec, M, jest przestrzenig wszystkich wielomiandw, M, za$ jest
jej podprzestrzenia ztozona z wielomiandw zerujacych sie na konicach odcinka
[0, 1]. Gdy n < 2r — 1, wtedy P,N M, = {0}, dlatego w dalszym ciggu bedziemy
zakladac, ze n > 2r. Oznaczmy teraz przez u,, najmniejszg liczbe taka, ze dla
kazdego wielomianu P € P; N M, istnieje wielomian taki, ze

max_|P(x) = Q(x)| < pp.
x€[0,1]

A zatem otrzymujemy nastepujaca rownosc:

=  max min (max P(x) — Q(x) )
i PePp,N\My QePENM, xe[0,1]| Q |

Liczbe y,, nazywac bedziemy promieniem pokrywajgcym P; N M, . Za-
kladajac zatem, ze nasze zjawisko w przedziale czasowym [t,, t,] przyjmuje
identyczne wartosci calkowito-liczbowe (np.: ilos¢ przesytek na poczatek i ko-
niec roku kalendarzowego) mozemy z pewna doktadnoscig pyta¢ o prognozy
na nastepne lata wyrazone jako catkowite funkcje wielomianowe. Wartosci
catkowite wspolczynnikéw prognozy sa niezwykle wazne w algorytmach,
przyspieszajac tym samym pewne dzialania arytmetyczne w tym przypadku.
Bez zmniejszenia ogélnos$ci przyjmujemy, ze wartosci te s3 réwne zero (wyni-
ka to z mozliwosci zlozenia danej funkcji z pewna funkcja liniowg). W takim
przypadku W.Banaszczyk i A.Lipnicki udowodnili w pracy pt. On the lattice of
polynomials with integer coefficients: the covering radius in L (0,1)([Banaszczyk
i Lipnicki 2015]), ze dla ustalonego r = 1,2,... oraz n > 6r zachodza nastepujace
nieréwnosci:

2r+l —2r

1
2r+=
2.n ,

ey rTIen < p < cech T
gdzie ¢,i = 1,2,3,4 sg stalymi liczbowymi. Mozna wéwczas przyjacé, ze

= \/7—T,C2 = 6_2, C3 = 2\/E+ 1, Cy = 16.
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Wida¢ zatem, ze wielko§¢ wspomnianego promienia pokrywajacego jest
rzedu n przy n > oo. Zakladajac tutaj, ze w naszym przypadku mielismy do
czynienia z wielomianami stopnia n=12 (zakladajac, ze klasa naszego r jest
rzedu 1), uzyskujemy warto$¢ promienia pokrywajacego dla naszej struktu-
ry rzedu (1/12)? (mozemy przyja¢ sredni blad dla naszego zjawiska). Dostaje-
my zatem, Ze asymptotyka bledu prognozy dla zjawiska cyklicznego dla klasy
funkcji r wynosi n*

Zalézmy teraz, ze mamy dany wielomian o wspoélczynnikach rzeczy-
wistych, stopnia n na przedziale [0,1] wyrazajacy prognoze przedstawionego
przedsigbiorstwa. Oczywiscie jako przyklad mozemy rozwazaé¢ wielomian
otrzymany metoda interpolacji Lagrange’a w poprzedniej sekeji. Jak wspo-
mnieli$my, mozemy przyjac, ze P € P, N M, dla pewnego . Zdefiniujmy naste-
pujaca wielkos¢:

Yi(PZ N M,) = min{s > 0:dimspan(BZ N M, NsBp ) = i}

gdzie Bp,nm, 0znacza kule jednostokowa w przestrzeni P, N M,. Wielkosci te
nazywane s3 kolejnymi minimami kratowymi. Geometrycznie oznacza to, ze
y,(P7 N M) stanowi dlugos¢ najkroétszego niezerowego elementu kraty P7 N M..
Majac oczywiscie warto$¢ ostatniego minimum kratowego dostajemy tym
samym oszacowania wszystkich elementéw bazowych danej kraty. Mozemy
zatem w pewien sposob oszacowa¢ norme wielomianu catkowitego generowa-
nego przez wektory wspomnianej bazy.

Rozwazmy tutaj prosty przyklad dla przestrzeni funkeji cigglych na od-
cinku [0,1], gdzie za standardowg baz¢ mozemy przyja¢ wielomiany v(x)=1,
w(x)=x. Jest to baza dla kraty P;. W tej sytuacji fatwo sprawdzimy, ze dla nor-
my euklidesowej dostajemy nastepujace wielko$ci:

V1(P1Z) = Vz(P1Z) = g

Znalezienie warto$ci pewnych miniméw kratowych (wigcej informacji
w [Lipnicki 2016]) bedzie wigzalo si¢ z definicja wielomianéw Legendre’a oraz
rozwazeniem sytuacji parzystosci i nieparzystosci wartosci n. Przyjmijmy za-
tem, Ze rozwazamy problem dla liczb parzystych (w przypadku nieparzysto-
$ci analiza jest podobna). Wprowadzmy nastepujace oznaczenie (dla pewnych
ustalonych wartosci a,b:

H(a,b,n,v) = {P € B, N M,: P'"(0) = a,P" (1) = b}
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oraz niech R(a,b;n,r) oznacza najkrotszy element przestrzeni H(a,b,n,r) oraz
przez E oznaczmy zbiér wielomianéw spelniajacych warunek P(x) = P(1 - x).
Na podstawie wynikéw badan struktur krat w pracach [Banaszczyk i Lipnicki
2015] i [Lipnicki 2016] otrzymujemy, Ze w naszej sytuacji mozemy wyznaczy¢
wielomian realizujacy ostatnie minimum kraty, doktadniej R(1,1;1,0) bedzie
stanowil ostatnie minimum kraty P? N E. Jego warto$¢ w normie euklidesowej
bedzie rzedu Korzystajac z wynikéw prac [Banaszczyk i Lipnicki 2015] i [Lip-
nicki 2016] mozemy réwniez otrzymac doktadng postac takiego wielomianu

n/2

R(1,15n,0) = ———— Y (4i+ 1)P
G P TE Y A

gdzie P, to wielomiany Legendre’a na przedziale [0,1]. Teraz widzimy, ze wla-
$ciwie kazdy z nastepnych elementéw bazy musi mie¢ norm¢ mniejsza niz
R(1,1;1,0). Dostajemy stad pewne oszacowanie w normie euklidesowej doty-
czgce wektorow bazowych naszej kraty.

PODSUMOWANIE

Majac pewne dane w ekonomii mozemy réznymi metodami wyznaczaé
prognozy dotyczace tego zjawiska ([Beenstock 2007, Gajda 2007, Maddala 2006
i Zellner 1962]). Ciekawe przyklady, ktére mozna podda¢ analizie bledu pro-
gnozy wraz z $redniookresowym tempem zmian mozemy odnalez¢é w pracy
[Kaczmarczyk i Szewczyk-Jarocka 2017]. Klasyczne sposoby moga dotyczy¢ re-
gresji liniowej, metody najmniejszych kwadratéw czy interpolacji Lagrange’a.
Mozemy réowniez analizowac sumy szeregu Fouriera i w tym celu wykorzysty-
waé narzedzia analizy harmonicznej. W zaleznosci od typu danych, ich roz-
ktadu, rodzaju modelu, decydujemy o wyborze metody konstrukeji prognozy.
W przypadku danych skupionych na krancach przedzialu mozemy oczekiwaé
wielomianéw do$¢ wysokiego stopnia w przypadku klasycznej aproksymacji
wielomianowej. Wowczas metoda ta na krancach skali czasowej daje nam duzy
blad (w sensie normy jednostajnej). Aproksymacja wielomianem, nast¢pnie
konstrukcja wielomianu o wspoélczynnikach catkowitych, wybdr bazy dla tego
wielomianu i szacowanie promienia pokrywajacego (btedéw) oraz kolejnych
miniméw kratowych nie jest procesem fatwym ani szybkim. Wyniki zawarte
w pracy daja nam pewne oszacowania i asymptotyke problemu bledéw w pro-
gnozie oraz asymptotyke norm pewnych wektoréw z bazy. Prognozy wyrazo-
ne wielomianami catkowitymi zdecydowanie upraszczaja nam wiele operacji
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na naszych danych. Jednoczes$nie sama struktura przestrzeni tych funkcji jest
dos¢ skomplikowana geometrycznie. Wiemy, jak wygladaja wielomiany o do$¢
malej normie w tej przestrzeni (ostatnie minima kratowe), jesteSmy w stanie
oszacowac norme ostatniego z wektoréw tej bazy (ostatnie minimum, najdtuz-
szy wektor bazowy).
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